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△ABCの外接円に内接する種々の△DEFについて，
ABC

DEF

△

△
の値 

点 P を△ABC内の点とし，AP，BP，CPを

それぞれ延長し，△ABCの外接円との交点を

それぞれ D，E，Fとする。また，ADと BC，

BEと CA，CFと ABとの交点をそれぞれ L，

M，N とする。次の種々の点 P に対して，

ABC

DEF

△

△
の値を 3辺 cba ,, と

2

cba
s

++
= を用い

て表せ。ただし，(7)については，S ＝△ABC

の使用も可とする。また，(10)については，

さらに cot4Sd = の使用も可とする（二等辺

三角形を△ABC の外側に作ったときは低角

を，内側に作ったときは低角を − とする。） 

(1) 点 Pは外心 

(2) 点 Pは重心 

(3) 点 Pは内心 

(4) 点 Pは垂心 

(5) 点 P は Gergonne（ジェルゴンヌ）点。

AL，BM，CNの交点（L，M，Nは内接円の接点） 

(6) 点 PはNagel（ナーゲル）点。AL，BM，CNの交点（L，M，Nは傍接円の接点） 

(7) 点 Pは Fermat（フェルマー）点。∠BPC＝∠CPA＝∠APB を満たす。 

(8) 点 P は第 1Brocard（ブロカール）点。∠PAB＝∠PBC＝∠PCA を満たす。（なお，∠PAC＝∠PBA＝∠

PCBを満たす点 Pを第 2Brocard 点といい，結果は第 1の場合と同じである。） 

(9) 点 P は Lemoine（ルモワーヌ）点。△ABC において，中線を角の二等分線に関して折り返した 3 つの直

線は 1点 Pで交わる。（この点を類似重心ともいう。） 

(10) 点 Pは Kiepert（キーペルト）点。△ABCの各辺を底辺とする相似な二等辺三角形 GCB，HAC，IBA 

をつくると，3直線 AG，BH，CIは 1点 Pで交わる。 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

▲(10)の参考図 
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1 求め方 

△DEF≡△ABCとなる場合を除く。 

△DEF＝△PEF＋△PFD＋△PDEである。 

△PEFの求め方は次の 2通り考えられる。 

[1]  △PEF＝ EPFPFPE  sin
2

1
 

[2] △PEF＝
2

2

PC

PE
△PCB（∵△PEF∽△PCBより△PEF：△PCB＝PE2：PC2であるから） 

予め，AL＝ l ，BM= m，CN＝ nとおいておく。 

i. メネラウスの定理で，AP：PLを求めると，AP，PL，△PBC：△ABCが求められる。 

ii. 方べきの定理で LDを求めると，PD=PL+LD。 

iii. EPFsin の値は点 Pの種類によって求め方は様々である。 

PDが求められると，PE，PFは cba ,, をローテーションして求めることができる。 

また，APが求められると CPも cba ,, をローテーションして求めることができる。 

実際，種々の場合について，次のように求めた。 

合同になる場合 (1)外心，(8)Brocard点  

[1]の方法 (3)内心，(4)垂心，(7)Fermat点 

[2]の方法 (2)重心，(5)Gergonne点，(6)Nagel点，(9)Lemoine点（類似重心）(10)Kiepert点 

 

2 解答例 

(1) 点 Pが外心のとき 

Pは外心であるから， 

PA＝PB＝PC＝PD＝PE＝PF（△ABCの外接円の半径） 

△PEFと△PBC について，∠EPF=∠BPC（対頂角）であるから， 

△PEF≡△PBCより，EF=BC 

同様に，FD=CA，DE=AB 

従って，△DEFと△ABCについて，3辺がそれぞれ等しいから， 

△DEF≡△ABC 

よって 1=
ABC

DEF

△

△
…（答） 
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(2) 点 Pが重心のとき 

AL＝ l ，BM= m，CN＝ nとおく。 

中線定理より 




















+=+

2
222

2
2

a
lcb  ∴

4

22 222
2 acb

l
−+

=  同様に，
4

22 222
2 bac

m
−+

= ，
4

22 222
2 cba

n
−+

=  

Pは△ABCの重心であるから，AP＝ l
3

2
，PL＝ l

3

1
，BP= m

3

2
，PM= m

3

1
，CP= n

3

2
，PN＝ n

3

1
 

方べきの定理より AL・LD=BL・LC 

∴LD＝
l

a

l

aa

AL
LCBL

4

1

22

1 2

==  

PD＝PL＋LD 

l

cba

l

a
acb

l

al

l

a
l

612

3
4

22
4

12

34

43

1 222
2

222

222 ++
=

+
−+



=
+

=+=  

同様に，PE
m

cba

6

222 ++
= ，PF

n

cba

6

222 ++
=  

△PEF∽△PCBであるから 

△PEF＝
2

2

PC

PE
△PCB 

＝
( )

S
nm

cba
S

n

m

cba

22

2222

2

2
222

483

1

3

2

6 ++
=






















 ++

 同様に，△PFD
( )

S
ln

cba
22

2222

48

++
= ，△PDE

( )
S

ml

cba
22

2222

48

++
=  

△DEF＝△PEF＋△PFD＋△PDE 

( ) ( )
222

2222222

222222

2222

48

111

48 nml

nml
S

cba

mllnnm
S

cba ++


++
=








++

++
=  

( ) ( )
( )( )( )

S
cbabacacb

cba

cbabacacb

cbabacacb

S
cba

222222222

3222

222222222

222222222

2222

222222

4

22

4

22

4

22

4

22

4

22

4

22

48 −+−+−+

++
=

−+


−+


−+

−+
+

−+
+

−+


++

=  

よ っ て 

( )
( )( )( )222222222

3222

222222 cbabacacb

cba

ABC

DEF

−+−+−+

++
=

△

△
…（答） 

 

(3) 点 Pが内心のとき 

まず，ALを求める。 

△ABL＋△ACL＝△ABCであるから 

2
cos

2
sin2

2

1
sin

2

1

2
sin

2

1

2
sin

2

1 AA
bcAbc

A
bAL

A
cAL ==+  
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∴
2

cos
2 A

cb

bc
AL

+
=  

△ABCについて，ALは∠Aの二等分線であるから 

a
cb

c
BL 

+
= ， a

cb

b
CL 

+
=  

方べきの定理より AL・LD＝BL・LC 

∴LD＝
( )

2
cos2

2
cos

2

11 2

A
cb

a

A

cb

bccb

ab

cb

ac

AL
LCBL

+

=

+


+


+

=  

△ABLについて，BPは∠ABLの二等分線であるから 

( )( ) 2
cos

2

2
cos

2 A

cbacb

abcA

cb

bc

c
cb

ac
cb

ac

AL
cBL

BL
PL

+++
=

+


+
+

+=
+

=  

( )( ) ( )

( )

( )( )
2

cos2

2
cos4

2
cos2

2
cos

2
22

2

A
cbacb

cbaa
A

abc

A
cb

aA

cbacb

abc
LDPLPD

+++

+++

=

+

+
+++

=+=  

分子 ( ) ( ) ( ) ( )( )cbacbacbaa
bc

acb
abccbaaAabc +++=+++













 −+
+=++++= 2

222
2

2
12cos12  

( )( )

( )( ) 2
sin2

sin

2
sin

2
cos2

2
cos2

A
R

A

A
a

A

a

A
cbacb

cbacba
PD ===

+++

+++
=  同様に，

2
sin2

B
RPE = ，

2
sin2

C
RPF =  

次に，∠EPF＝∠EPA＋∠APF＝ +=
++

+=
+

+
+

90
22222

ACBAAACBA
であるから 

△PEF＝
2

cos
2

sin
2

sin290
2

sin
2

sin2
2

sin2
2

1 2 ACB
R

AC
R

B
R =








+  

ここで，
( )
bc

ass

bc

acbAA −
=













 −+
+=

+
=

2
1

2

1

2

cos1

2
cos

222

，
( )( )

bc

csbs

bc

acbAA −−
=













 −+
−=

−
=

2
1

2

1

2

cos1

2
sin

222

より，
( )( )

ca

ascsB −−
=

2
sin ，

( )( )
ab

bsasC −−
=

2
sin であるから 

△PEF＝
( )( ) ( )( ) ( ) ( ) ( )( )( )

R

abc

abc

as
RS

abc

as
R

abc

csbsassas
R

bc

ass

ab

bsas

ca

ascs
R

4
2222 2222 

−
=

−
=

−−−−
=

−−−−−
 

( )as
R

−=
2

 同様に，△PFD ( )bs
R

−=
2

，△PDE ( )cs
R

−=
2

 

よって，△DEF＝△PEF＋△PFD＋△PDE＝ ( ) ( ) ( ) ( )  S
r

R
s

R
cbas

R
cs

R
bs

R
as

R

22
3

2222
==++−=−+−+−  

従って，
( )( )( ) ( )( )( )csbsas

abc

csbsass

abcs

S

abcs

s

S
S

abc

r

R

ABC

DEF

−−−
=

−−−
==



==
8882

4

2 2△

△
…（答） 
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(4) 点 Pが垂心のとき 

△PBL∽△PAMより，∠PBL＝∠PAM＝∠DBL（円周角） ∴△PBL≡△DBL 

PL＝DLより 

PD＝2PL＝ ( )CBL − 90tan2 CBR
C

C
Bc coscos4

sin

cos
cos2 ==  

同様に，PE＝ ACR coscos4 ，PF＝ BAR coscos4  

△PEFについて，∠EPF＝ A−180  

△PEF= ( )APFPE − 180sin
2

1
 

ABARACR sincoscos4coscos4
2

1
=  

ACBAR 2sincoscoscos4 2=  

同様に， 

△PFD= BCBAR 2sincoscoscos4 2 ， 

△PDE= CCBAR 2sincoscoscos4 2  

よって， 

△DEF＝△PEF＋△PFD+△PDE 

( )CBACBAR 2sin2sin2sincoscoscos4
2

++=  

ここで， 

( ) ( ) ( ) CCBACCBABACBA cossin2cossin22sincossin22sin2sin2sin +−=+−+=++  

( ) ( )  ( ) ( ) CBABACBABAC sinsinsin4sinsin2sin2coscossin2 =−−=+−−= であるから 

△DEF CBACBAR sinsinsin4coscoscos4 2 =  

また，正弦定理より， CRcBRb sin2,sin2 == であるから 

CBARACRBRAbcS sinsinsin2sinsin2sin2
2

1
sin

2

1 2=== より 

△DEF CBAS coscoscos8=
( )( )( )

S
cba

cbabacacb
S

ab

cba

ca

bac

bc

acb
222

222222222222222222

222
8

−+−+−+
=

−+


−+


−+
=  

よって 
( )( )( )

222

222222222

cba

cbabacacb

ABC

DEF −+−+−+
=

△

△
…（答） 

（別解）L，M，Nはそれぞれ PD，PE，PFの中点（∵△BPL≡△BDLより PL＝DL，他も同様）。 

△DFE∽△LMNで，相似比は 2：1であるから，△DFE=4△LMN 

BL＝ Bccos ，CE= Cacos ，AF= Abcos であるから， CBA
cba

AbCaBc

ABC

LMN
coscoscos2

coscoscos2
=




=

△

△
 

よって，
( )( )( )

222

222222222

coscoscos24
cba

cbabacacb
CBA

ABC

DEF −+−+−+
==

△

△
…（答） 
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 (5) 点 Pがジェルゴンヌ点のとき 

L，M，Nは内接円との接点であるから，AM＝AN＝ as − ，BN＝BL＝ bs − ，CL＝CM＝ cs − である。 

1=
−

−


−

−


−

−
=

as

cs

cs

bs

bs

as

MA

CM

LC

BL

NB

AN
より，AL，BM，CNは 1点 Pで交わる（チェバの定理の逆）。 

AL＝ l ，BM= m，CN＝ nとおく。 

=+ 180ALCALB であるから， 0coscos =+ ALCALB  

余弦定理より 
( )
( )

( )
( )

0
22

222222

=
−

−−+
+

−

−−+

csl

bcsl

bsl

cbsl
 

( ) ( )( )  ( ) ( )( )  0
22

=+−−−+−++−−−+− bcsbcslbscbscbslcs  

( ) ( )( )( ) ( )( )( )cbsasbsbcsascslcbs −+−−+−+−−=−−
2

2  

( ) ( )( ) ( )( ) 

( ) ( ) 
( ) ( ) ( ) 
( ) ( ) 2

22

222

2

22

22

cbasas

cbsassas

cbcbscbsas

cbsbsbcscsasal

−−−=

−−−−−=

−+−+−−=

−+−+−+−−=

 

∴
( ) ( ) 

a

cbasas
l

2
2 −−−
=  同様に 

( ) ( ) 
b

acbsbs
m

2
2 −−−
= ，

( ) ( ) 
c

bacscs
n

2
2 −−−
=  

メネラウスの定理より 1=
MA

CM

BC

LB

PL

AP
， 1=

−

−


−


as

cs

a

bs

PL

AP
，

( )
( )( )csbs

asa

PL

AP

−−

−
=  

∴
( )

( ) ( )( )
l

csbsasa

asa
AP

−−+−

−
= ，

( )( )
( ) ( )( )

l
csbsasa

csbs
PL

−−+−

−−
=  

同様に，
( )

( ) ( )( )
m

ascsbsb

bsb
BP

−−+−

−
= ，

( )( )
( ) ( )( )

m
ascsbsb

ascs
PM

−−+−

−−
=  

( )
( ) ( )( )

n
bsascsc

csc
CP

−−+−

−
= ，

( )( )
( ) ( )( )

n
bsascsc

bsas
PN

−−+−

−−
=  

ここで， ( ) ( )( ) ( )222222
4

1
cbaabcabccsbsasa −−−++=−−+− は cba ,, について対称式であるから， 

( ) ( )( ) ( ) ( )( ) ( ) ( )( ) dbsascscascsbsbcsbsasa =−−+−=−−+−=−−+− とおく。 

( )
l

d

asa
AP

−
= ，

( )( )
l

d

csbs
PL

−−
= ，

( )
m

d

bsb
BP

−
= ，

( )( )
m

d

ascs
PM

−−
= ，

( )
n

d

csc
CP

−
= ，

( )( )
n

d

bsas
PN

−−
=  

方べきの定理より CLBLDLAL =  

∴
( )( )

l

csbs

AL

CLBL
DL

−−
=


=  同様に，

( )( )
m

ascs
EM

−−
= ，

( )( )
n

bsas
FN

−−
=  

( )( ) ( )( ) ( )( )( )
dl

dlcsbs

l

csbs
l

d

csbs
DLPLPD

+−−
=

−−
+

−−
=+=

2

 

ここで，
( ) ( ) 

( ) ( )( ) ( ) ( )( ) ( ) ( )( ) csbsaasacbasasas
a

csbsasa
a

cbasas
dl −−+−+−−−−=−−+−+

−−−
=+ 22

2
2 1
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( ) ( )( )  ( )( )( )  ( )  ( ) ( ) ( ) csbsasbcscbasa
a

cbacbaascsbsassa
a

−−−++++−=−++−−+−−+−= 222
11 2  

( )( )( )
a

csbsasabc −−−+
=

4
 

よって，
( )( ) ( )( )( ) ( )( ) ( )( )( ) 

adl

csbsasabccsbs

a

csbsasabc

dl

csbs
PD

−−−+−−
=

−−−+


−−
=

44
 

同様に，
( )( ) ( )( )( ) 

bdm

csbsasabcascs
PE

−−−+−−
=

4
，

( )( ) ( )( )( ) 
cdn

csbsasabcbsas
PF

−−−+−−
=

4
 

ただし， ( ) ( )( ) ( ) ( )( ) ( ) ( )( )bsascscascsbsbcsbsasad −−+−=−−+−=−−+−=  

( )( )( )
d

csbsasabc −−−+ 4
は定数であるから，

( )( )( )
k

d

csbsasabc
=

−−−+ 4
とおくと， 

( )( )
k

al

csbs
PD

−−
= ，

( )( )
k

bm

ascs
PE

−−
= ，

( )( )
k

cn

bsas
PF

−−
= と表される。 

ところで，
( )

( )( )csbs

asa

PL

AP

−−

−
= であるから，△PBC＝

( )( )
S

d

csbs −−
（ ( ) ( )( )csbsasad −−+−= ） 

従って，△PEF＝
2

2

PC

PE
△PCB＝

( )( )

( )

( )( ) ( ) ( )( )
S

nmcb

dkcsbsas
S

d

csbs

n
d

csc

k
bm

ascs

2222

22

2

2

−−−
=

−−








 −







 −−

 

( ) ( )( )
( )( )( )

( ) ( )  ( ) ( ) 
( ) ( )( )( ) 

( )  ( ) 
S

bacsacbsbcd

csbsasabcas
S

c

bacscs

b

acbsbs
cb

d

csbsasabc
dcsbsas

22

22

22
22

2
2

4

4

−−−−

−−−+−
=

−−−


−−−








 −−−+

−−−

=  

同様に，△PFD＝
( ) ( )( )( ) 

( )  ( ) 
S

cbasbacscad

csbsasabcbs
22

22
4

−−−−

−−−+−
，△PDE＝

( ) ( )( )( ) 

( )  ( ) 
S

acbscbasabd

csbsasabccs
22

22
4

−−−−

−−−+−
 

△DEF 

( ) ( )( )( ) 

( )  ( ) 
( ) ( )( )( ) 

( )  ( ) 
( ) ( )( )( ) 

( )  ( ) 22

22

22

22

22

22
444

acbscbasabd

Scsbsasabccs

cbasbacscad

Scsbsasabcbs

bacsacbsbcd

Scsbsasabcas

−−−−

−−−+−
+

−−−−

−−−+−
+

−−−−

−−−+−
=  

( )( )( )  ( ) ( )  ( ) ( )  ( ) ( )  
( )  ( )  ( ) 

S
bacsacbscbasabcd

bacscscacbsbsbcbasasacsbsasabc
222

2222222
4

−−−−−−

−−−+−−−+−−−−−−+
=  

（分子の大括弧の中）※因数分解できる！ 

( )( ) ( )( )( ) 

( )( )( )  ( )( )( ) csbsasabcdcsbsasabcd

cbabacacbabcdabacbaabcabc

−−−+=−−−+=

−+−+−++=−−−−++= 

482
2

1

2
2

1
222

4

1

2

1 32222

 

△DEF＝
( )( )( )  ( )( )( ) 

( )  ( )  ( ) 
( )( )( ) 

( )  ( )  ( ) 
S

bacsacbscbasabc

csbsasabc
S

bacsacbscbasabcd

csbsasabcdcsbsasabc
222

3

222

2
444

−−−−−−

−−−+
=

−−−−−−

−−−+−−−+
 

よって，
( )( )( ) 

( )  ( )  ( ) 222

3
4

bacsacbscbasabc

csbsasabc

ABC

DEF

−−−−−−

−−−+
=

△

△
…（答） 

（補足）
R

abc

R

a
bcAbcS

422

1
sin

2

1
=== より RSabc 4= （ R は△ABCの外接円の半径）， 
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また，ヘロンの公式から， ( )( )( )csbsassS −−−= より ( )( )( ) rS
s

S
csbsas ==−−−

2

（ rは△ABC の内接円の半径）

であるから，（分子の中括弧の中） ( )( )( ) ( )SrRrSRScsbsasabc +=+=−−−+ 4444 と表すこともできる。 

( ) 

( )  ( )  ( ) 
( )

( )  ( )  ( ) 













−−−−−−

+
=

−−−−−−

+
=

222

23

222

3
164

bacsacbscbasR

SrR

bacsacbscbasabc

SrR

ABC

DEF

△

△
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(6) 点 Pがナーゲル点のとき 

L，M，Nは傍接円との接点であるから，BN＝CM＝ as − ，CL＝AN＝ bs − ，AM＝BL＝ cs − である。 

（∵） 

( )
( ) ( )

( )








































−=−−=

−==

++
==

=++==

+=+++=

++=+



他も同様。

,＝-

とおくと,

とする。それぞれ

との接点を，内の傍接円と

 CL

ABALBLBL

2
AL

 22AL

ALALCACLBLAB

CALC+BLABCA+BCAB

L,L

ACABA

11

1

1

2121

21

bscsa

cs

cba
s

scba   

1=
−

−


−

−


−

−
=

cs

as

bs

cs

as

bs

MA

CM

LC

BL

NB

AN
より， 

AL，BM，CNは 1点 Pで交わる（チェバの定理の逆）。 

AL＝ l ，BM= m，CN＝ nとおく。 

=+ 180ALCALB であるから， 0coscos =+ ALCALB  

余弦定理より 
( )
( )

( )
( )

0
22

222222

=
−

−−+
+

−

−−+

bsl

bbsl

csl

ccsl
， ( )( ) ( )( ) 022

2222
=−+−+−+− bsslcscsslbs  

移項すると ( ) ( ) ( ) ( ) ( )sbscsscsbslcbs −−+−−=−− 222
2

 

( )( ) ( )( )  ( )  ( )

( ) ( )  ( ) ( )  ( ) ( ) 2222

2
22

22
2

2
2

4
2

3
2

243222

cbasascbasa
s

cbacba
s

bc
cba

cb
cba

sbcscbsssbcsscbssal

−+−=−+−=−+++−=













−
++

++






 ++
−=−++−=−−+−−=

 

∴
( ) ( ) 

a

cbasas
l

2
2 −+−
=  同様に 

( ) ( ) 
b

acbsbs
m

2
2 −+−
= ，

( ) ( ) 
c

bacscs
n

2
2 −+−
=  

メネラウスの定理より 1=
MA

CM

BC

LB

PL

AP
， 1=

−

−


−


cs

as

a

cs

PL

AP
，

as

a

PL

AP

−
= …① であるから 

( )
l

s

a
l

asa

a
AP =

−+
= ，

( )
l

s

as
l

asa

as
PL

−
=

−+

−
=  

同様に， m
s

b
BP = ， m

s

bs
PM

−
= ； n

s

c
CP = ， n

s

cs
PN

−
=  

方べきの定理より LCBLLDAL =  ∴
( )( )

l

bscs

AL

LCBL
LD

−−
=


=  

( )( ) ( ) ( )( )
sl

csbsslas

l

csbs
l

s

as
LDPLPD

−−+−
=

−−
+

−
=+=

2

( )
( ) ( ) 

( )( )











−−+

−+−
−= csbss

a

cbasas
as

sl

2
1

 

( ) ( ) ( )  ( )( )  ( ) ( )( ) ( )( ) csbsacbasasa
al

csbsacbasaas
al

−−+−−+−=−−+−+−−=
222 11
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( ) ( )( )  ( )( )  ( )  ( )( ) 

( )  ( )( )  ( )  ( )( ) 2222

22222

1
22

1

22
11

cbasbcasaa
al

cbasbcassasa
al

cbasbcascbasa
al

cbascsbsasa
al

−−++−−=−−++++−=

−−+++++−=−−+−−+−=

 

( ) ( )( )  ( )( )( ) acbacbasabc
al

cbasabcasa
al

−−+−−+=−−++−−=
11 22 ( )( )( )

al

csbsasabc −−−−
=

4
 

∴
( )( )( )

al

csbsasabc
PD

−−−−
=

4
 同様に，

( )( )( )
bm

csbsasabc
PE

−−−−
=

4
，

( )( )( )
cn

csbsasabc
PF

−−−−
=

4
 

( )( )( )csbsasabc −−−− 4 は定数であるから， ( )( )( ) kcsbsasabc =−−−− 4 とおくと， 

al

k
PD = ，

bm

k
PE = ，

cn

k
PF = と表される。 

ところで，①より，
as

a

PL

AP

−
= であるから，△PBC＝ S

s

as −
 

従って，△PEF＝
2

2

PC

PE
△PCB＝

( )
S

nmcb

kass
S

s

as

n
s

c

bm

k

2222

2

2

2

−
=

−




















 

同様に，△PFD＝
( )

S
lnac

kbss
2222

2−
，△PDE＝

( )
S

mlba

kcss
2222

2−
 

△DEF＝
( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) 

222

2222222

2222

2

2222

2

2222

2

cnbmalabc

Sncscmbsblasask

mlba

Scssk

lnac

Sbssk

nmcb

Sassk



−+−+−
=

−
+

−
+

−
 

（分子の中括弧の中） ( ) ( ) ( ) 222222
ncscmbsblasa −+−+−  

( )
( ) ( ) 

( )
( ) ( ) 

( )
( ) ( ) 

c

bacscs
csc

b

acbsbs
bsb

a

cbasas
asa

2
2

2
2

2
2 −+−

−+
−+−

−+
−+−

−=  

( ) ( ) ( )  ( ) ( ) ( )  ( ) ( ) ( )  222
bacsccscacbsbbsbcbasaasas −+−−+−+−−+−+−−=  

  ( )( )( ) cbacbacbaabc
s

abcbacba
s

s −++−++−−=+−++=  2
2

4
2

2
2333  

( ) ( ) ( )  ( )( )( )  22
2

42222
2

kscsbsasabcscsbsasabc
s

=−−−−=−−−−=  

△DEF
( ) ( )  ( ) ( )  ( ) ( ) 222

22

bacscsacbsbscbasasabc

Skssk

−+−−+−−+−


=  

( ) ( )  ( ) ( )  ( ) ( ) 
( )( )( ) 

( ) ( )  ( ) ( )  ( ) ( ) 222

3

222

3 4

bacscacbsbcbasaabc

Scsbsasabc

bacscacbsbcbasaabc

Sk

−+−−+−−+−

−−−−
=

−+−−+−−+−
=  

よって，
( )( )( ) 

( ) ( )  ( ) ( )  ( ) ( ) 222

3
4

bacscacbsbcbasaabc

csbsasabc

ABC

DEF

−+−−+−−+−

−−−−
=

△

△
…（答） 

（補足）
R

abc

R

a
bcAbcS

422

1
sin

2

1
=== より RSabc 4= （ R は△ABCの外接円の半径）， 

また，ヘロンの公式から， ( )( )( )csbsassS −−−= より ( )( )( ) rS
s

S
csbsas ==−−−

2

（ rは△ABC の内接円の半径）
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であるから， ( )( )( ) ( )SrRrSRScsbsasabck −=−=−−−−= 4444 と表すこともできる。 

( ) 

( ) ( )  ( ) ( )  ( ) ( ) 
( )

( ) ( )  ( ) ( )  ( ) ( )  



















−+−−+−−+−

−
=

−+−−+−−+−

−
=

222

23

222

3

16

4

bacscacbsbcbasaR

SrR

bacscacbsbcbasaabc

SrR

ABC

DEF

△

△
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(7) 点 Pがフェルマー点のとき 

△ABCの外側に正三角形 GBC，HCA，IABを作る。 

このとき，AG，BH，CIは 1点 Pで交わり，Pの周りの 6個の角はす

べて 60°となる。（証明省略） 

AP＝ x，BP＝ y ，CP＝ z とおく。（ 0,0,0  zyx ） 

△PBC＋△PCA＋△PAB＝△ABC＝ S であるから 

( ) Sxyzxyz =++ 120sin
2

1
 ( ) Sxyzxyz =++

2

3

2

1
 

∴ Sxyzxyz
3

4
=++ …① 

△PBC に余弦定理を適用すると 

222222

2

1
2,120cos2 ayzzyayzzy =








−−+=−+  ②222

azyzy =++  

同様に，△PCA，△PABにも余弦定理を適用して ④③  222222
, cyxyxbxzxz =++=++  

②＋③＋④より ( ) 222222
2 cbaxyzxyxzyx ++=+++++  

( ) ( )xyzxyxcbazyx +++++=++ 32 2222  

これに①を代入して k
Scba

zyx =
+++

=++
2

34222

…⑤とおく。 

②－③より ( )( ) 22
baxyzyx −=−++  

これに⑤を代入すると ( ) 22
baxyk −=− ，

k

ba
xy

22 −
+=  

これを④に代入すると 2

2
2222

2
c

k

ba
x

k

ba
xxx =













 −
++













 −
++  

両辺に 2k をかけて整理すると ( ) ( ) 033 222222222 =−−+−+ kcbakxbaxk  

( ) ( )  ( ) ( ) ( )
6

3123

6

3433 2222222
2222222222

bakcba
kcbababa

kx
−−−−

=






 −−−−−−

=  

0x より 

( ) ( )
( ) ( )

k

ba
Scba

cba

k

bakcba
x

6

2

34
433

6

3123

222
222

222
2222222 











−−
+++

+−−

=
−−+−−

=  

（根号内） ( ) ( ) ( )( ) ( ) ( )2222224444222222 3433342433382223 cSccSScScbabaaccb +=








++=++−−−++=  

( ) ( )
k

Scba

k

cSba
x

2

3

4

6

3433

222
222 +++−

=
++−−

=  同様に，
k

Scba

y
2

3

4222 ++−

= ，
k

Scba

z
2

3

4222 +−+

=  

次に，PL＝ x，PM＝ y，PN＝ zとおく。 
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△PBL＋△PLC＝△PBCであるから =+ 120sin
2

1
60sin

2

1
60sin

2

1
yzzxyx  ∴

zy

yz
x

+
=  

AL＝
zy

xyzxyz

zy

yz
xxx

+

++
=

+
+=+  

z

y

zx

yx

PLC

PBL

LC

BL
=





==

60sin
2

1

60sin
2

1

△

△
より BL＝ a

zy

y

+
，LC= a

zy

z

+
 

方べきの定理より AL・LD＝BL・LC 

LD＝
( )( )xyzxyzzy

yza

xyzxyz

zy
a

zy

z
a

zy

y

AL
LCBL

+++
=

++

+


+


+
=

21
 

PD＝PL＋LD＝
( )( )

( )
( )( )

( )
( )( )

( )( )
( )( )xyzxyzzy

zyxzyyz

xyzxyzzy

zyzyxyzxyzyz

xyzxyzzy

axyzxyzyz

xyzxyzzy

yza

zy

yz

+++

+++
=

+++

+++++
=

+++

+++
=

+++
+

+

2222

 

( )
xyzxyz

zyxyz

++

++
=  

同様に PE＝
( )

xyzxyz

zyxzx

++

++
，PF＝

( )
xyzxyz

zyxxy

++

++
 

△DEF=△PEF＋△PFD＋△PDE＝ ( ) ( )PEPDPDPFPFPEPEPDPDPFPFPE ++=++
4

3
120sin

2

1
 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
( )

SScbaScbaScba
S

S

k
k

Scba

k

Scba

k

Scba

xyzxyz

zyxxyz

xyzxyz

zyxzx

xyzxyz

zyxyz

xyzxyz

zyxyz

xyzxyz

zyxxy

xyzxyz

zyxxy

xyzxyz

zyxzx









+−+








++−








+++−














=



























+−+


















++−


















+++−

=

++

++
=









++

++


++

++
+

++

++


++

++
+

++

++


++

++
=

3

4

3

4

3

4

8

3

3

4

2

3

4

2

3

4

2

3

4

4

3

4

3

4

3

222222222

3

2

3

222222222

2

3

⑤

 

よって 







+−+








++−








+++−














= ScbaScbaScba

SABC

DEF

3

4

3

4

3

4

8

3 222222222

3

△

△
…（答） 

（補足）⑤式より，
( )

( )
( )

( ) ( )

3

2

3

2

3

4

3

1

4

31

4

3









++

++
=

++


++

++
=

++

++
=

xyzxyz

zyx
xyz

xyzxyz
xyzxyz

zyxxyz

Sxyzxyz

zyxxyz

ABC

DEF

△

△
と表すこ

ともできる。 
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(8) 点 Pが第 1ブロカール点のとき 

   

左側の図において，点 Bを通り CAの点 C で接する円 Gと，点 Cを通り AB の点 A で接する円 Hと，点 A を

通り BCの点 Bで接する円 Iは，1点 Pで交わる。この点を第 1ブロカール点という。このとき，∠PAB＝∠PBC

＝∠PCA となる（証明は接弦定理とその逆を用いる）。なお，∠PAC＝∠PBA＝∠PCB となる点を第 2 ブロカ

ール点という。 

いま，∠PAB＝∠PBC＝∠PCA＝ とおく。 

△DEFと△ABCにおいて，∠D=∠FDA＋∠ADE＝ ＋∠ABE＝∠B 

同様に，∠E=∠DEB＋∠BEF＝ ＋∠BCF=∠C 

よって，△DEF∽△ABC 

また，ともに同じ円に内接しているから，△DEF≡△ABC 

よって， 1=
ABC

DEF

△

△
…（答） 

（別解） 

AP＝ x，BP＝ y ，CP＝ z とおく。（ 0,0,0  zyx ）また，∠PAB＝∠PBC＝∠PCA＝ωとおく。 

△PBC＝  tan
4

tancos
2

1
sin

2

1 222 zya
ayay

−+
==  

同様に △PCA＝ tan
4

222 xzb −+
，△PAB＝ tan

4

222 yxc −+
 

△PBC＋△PCA＋△PAB＝ S  

S
yxcxzbzya

=
−+

+
−+

+
−+

 tan
4

tan
4

tan
4

222222222

 

S
cba

=
++

tan
4

222

 ∴
222

4
tan

cba

S

++
= …① 

点 Pの周りの角について，∠APF＝∠CPD=A，∠BPD＝∠APE＝B，∠CPE＝∠BPF＝C 

△PBC に正弦定理を適用 
( ) −

=
C

yz

sinsin
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( )
ab

c

ab

c

ab

cba

S

cba

ab

S
C

CCCC

z

y 22222222

2

2

24

2
cos

tan

sin

sin

sincoscossin

sin

sin
==

−+
−

++
=−=

−
=

−
=








 

∴
ab

c

z

y 2

= …② 同様に 
bc

a

x

z 2

= …③，
ca

b

y

x 2

= …④ 

S ＝△PBC＋△PCA＋△PABより 

( ) ( ) ( )

S
abc

bxyazxcyz

ca

S
xy

bc

S
zx

ab

S
yzBxyAzxCyzACxyCBzxBAyzS

++
=

++=++=+++++=
2

2

12

2

12

2

1
sin

2

1
sin

2

1
sin

2

1
sin

2

1
sin

2

1
sin

2

1

 

∴ abcbxyazxcyz =++ …⑤ 

④より x
b

ca
y

2
= ，③より x

bc

a
z

2

=  

これらを⑤に代入すると abcx
b

ca
bxxx

bc

a
ax

bc

a
x

b

ca
c =++

2

22

2
 ( ) 242222222

cbcbbaacx =++  

0x より 
222222

2

baaccb

cb
x

++
=  同様に 

222222

2

baaccb

ac
y

++
= ，

222222

2

baaccb

ba
z

++
=  

次に，PL＝ x，PM＝ y，PN＝ zとおく。（ 0,0,0  zyx ） 

△PBC＝△PBL＋△PLCより ( ) AzxByxBAyz sin
2

1
sin

2

1
sin

2

1
+=+  

 ( ) CBA sinsin =+ であるから ( )azbyxcyz +=  

∴
( ) 22222222

23

222222

2

222222

2

222222

2

222222

2

baaccbac

ac

baaccb

ba
a

baaccb

ac
b

baaccb

ba

baaccb

ac
c

azby

cyz
x

+++
=

++
+

++


++


++


=
+

=  

AL=
( )

( )
( ) 22222222

23222

22222222

23

222222

2

baaccbac

acaccb

baaccbac

ac

baaccb

cb
xx

+++

++
=

+++
+

++
=+  

( )
( ) 22

222222

22222222

222222

ac

baaccbc

baaccbac

baaccbc

+

++
=

+++

++
=  

また，
2

22

sin
2

1

sin
2

1

a

c

ab

c

a

b

az

by

Azx

Byx

PLC

PBL

LC

BL
===





==
△

△
より BL＝

22

2

ac

ac

+
，LC=

22

3

22

2

ac

a

ac

aa

+
=

+
 

方べきの定理より AL・LD＝BL・LC 

LD＝
( ) 22222222

4

222222

22

22

3

22

21

baaccbac

ca

baaccbc

ac

ac

a

ac

ac

AL
LCBL

+++
=

++

+


+


+
=  

PD＝PL＋LD＝
( ) ( ) 222222

2

22222222

4

22222222

23

baaccb

ca

baaccbac

ca

baaccbac

ac

++
=

+++
+

+++
 

同様に PE＝
222222

2

baaccb

ab

++
，PF＝

222222

2

baaccb

bc

++
 

△PEF＝ ( ) S
baaccb

cb

ab

S

baaccb

bc

baaccb

ab
BAPFPE

222222

22

222222

2

222222

2 2

2

1
sin

2

1

++
=

++


++
=+  
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同様に △PFD＝ S
baaccb

ac
222222

22

++
，△PDE＝ S

baaccb

ba
222222

22

++
 

よって △DEF＝△PEF＋△PFD＋△PDE＝ SS
baaccb

baaccb
=

++

++
222222

222222

であるから 

∴ 1=
ABC

DEF

△

△
…（答） 

 

（補足）△ABCの外側に正方形 BCDE，CAFG，ABHIをつくり，

3直線 FE，ID，HGで囲まれた三角形を LMNとする。 

∠PAB＝∠PBC＝∠PCA＝ を Brocard角という。 

この角を用いると，
2cot

2

+
=

ABC

LMN

△

△
と表すことができる。 
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(9) 点 Pがルモワーヌ点のとき 

図のように，3つの中線を 

AL1＝ l ，BM1＝m，CN1＝ nとおく。 

また，∠CAL1＝∠BAL＝∠BED＝ とおく。 

中線定理より 222
2

2
2 cbl

a
+=













+







 

∴ 2222 224 acbl −+=  

同様に 2222 224 bacm −+= ， 2222 224 cban −+=  

また， BL= 1x ，AL= ly1 とおく。 

△ABLに正弦定理を適用すると 
B

lyx

sinsin

11 =


…① 

△ACL1に正弦定理を適用すると 
C

l

a

sinsin

2 =


…② 

①÷②を辺々計算すると 11
1

sin

sin2
y

b

c
y

B

C

a

x
==  ∴ 11

2
x

ca

b
y = …③ 

△ABLに余弦定理を適用すると ( ) Bcxxcly cos2 1
2

1
22

1 −+=  

③を代入して 
ca

bac
cxxcx

ca

bl

2
2

2
222

1
2

1
2

2

1

−+
−+=








 

両辺に 22ac をかけて，移項すると ( ) ( ) 04 24
1

22222
1

2222 =−−++− acxbacacxaclb …④ 

（ 2
1x の係数） ( ) ( ) ( ) ( )( )2222222222222222

2222 abcbcbacbbacacbb −+=+−+=−−+ であるから 

( )22
cb +   ac2− → ( )222

2 abac +−  

( )22
2 ab −   ac2 → ( )222

cbac +  

( )2222
bacac −+  

たすきがけで④を因数分解すると ( ) ( )  02
2

1
222

1
22

=+−−+ acxabacxcb  

題意に適するのは 
22

2

1
cb

ac
x

+
= ＝BL 

このとき，LC＝
22

2

22

2

cb

ab

cb

ac
a

+
=

+
−  

また，③より，
2222

2

1

22

cb

bc

cb

ac

ca

b
y

+
=

+
=  ∴AL= l

cb

bc
22

2

+
 

同様に CM＝
22

2

ac

ba

+
，MA＝

22

2

ac

bc

+
，BM= m

ac

ca
22

2

+
；AN＝

22

2

ba

cb

+
，NB＝

22

2

ba

ca

+
，CN= n

ba

ab
22

2

+
 

次に，メネラウスの定理より 1=
MA

CM

BC

LB

PL

AP
 

2

22

22

2

22

2

22

2

a

cb

ac

ba

cb

ac

ac

bc
a

CM

MA

LB

BC

PL

Ap +
=

+


+

+


== …⑤ 



18 

 

AP＝ l
cba

bc
l

cb

bc

cba

cb
AL

cba

cb
22222222

22

222

22 22

++
=

+


++

+
=

++

+
 

PL＝
( )( )

l
cbacb

bca
l

cb

bc

cba

a
AL

cba

a
22222

2

22222

2

222

2 22

+++
=

+


++
=

++
 

同様に BP＝ m
cba

ca
222

2

++
，PM=

( )( )
m

cbaac

cab
22222

22

+++
；CP＝ n

cba

ab
222

2

++
，PN=

( )( )
n

cbaba

abc
22222

22

+++
 

また，方べきの定理より AL・LD＝BL・LC 

LD＝
( )lcb

bca

bcl

cb

cb

ab

cb

ac

AL
LCBL

22

222

22

2

22

2

22

1

+
=

+


+


+
=  

PD＝PL+LD＝
( )( ) ( )

( )
( )( )

( )
( )( )lcbacb

cbaacbbca

lcbacb

cbalbca

lcb

bca
l

cbacb

bca
22222

2222222

22222

22222

22

2

22222

2

2

22

2

4

2

2

+++

+++−+
=

+++

+++
=

+
+

+++
 

( )
( )( ) ( )

k
l

a

lcba

bca

lcbacb

cbbca
=

++
=

+++

+
=

222

2

22222

222

2

3

2

3

( ) 













++
=

lcba

abc
k

2222

3
とおくと， 

同様に PE＝ k
m

b
，PF＝ k

n

c
 

⑤より AL：PL= ( ) 2222
: acba ++ であるから 

∴△PBC＝ S
cba

a
222

2

++
 同様に △PCA＝ S

cba

b
222

2

++
，△PAB＝ S

cba

c
222

2

++
…⑥ 

△PEF∽△PCBであるから，△PEF：△PCB＝PE2：PC2より 

△PEF=
2

2

PC

PE
△PBC＝ Sk

nm

cba
S

cba

a

n
cba

ab

k
m

b

2

22

222

222

2

2

222

2

42

++
=

++











++










 

( )
( )( ) ( ) ( )( )( )

S
cbabaccba

cba
S

cba

abc

cbabac

cba
222222222

222
2

222222222

222

2222

9

2

3

2222

4

−+−+++
=









++−+−+

++
=  

同様に 

△PFD＝
( )( )( )

S
acbcbacba

cba
222222222

222

2222

9

−+−+++
，△PDE＝

( )( )( )
S

bacacbcba

cba
222222222

222

2222

9

−+−+++
 

△DEF＝△PEF＋△PFD＋△PDE
( ) ( ) ( ) 

( )( )( )( )
S

cbabacacbcba

cbabacacbcba
222222222222

222222222222

222222

2222229

−+−+−+++

−++−++−+
=  

( )
( )( )( )( ) ( )( )( )

S
cbabacacb

cba
S

cbabacacbcba

cbacba
222222222

222

222222222222

222222

222222

27

222222

39

−+−+−+
=

−+−+−+++

++
=  

よって 
( )( )( )222222222

222

222222

27

cbabacacb

cba

ABC

DEF

−+−+−+
=

△

△
…（答） 

（補足）Pから BC，CA，ABに下した垂線の長さをそれぞれ 1h ， 2h ， 3h とすると，点 Pは 2
3

2
2

2
1 hhh ++ を最小

にする点である。 

（∵）⑥より，△PBC＝ S
cba

a
ah

222

2

1
2

1

++
=  ∴ S

cba

a
h

2221

2

++
=  同様に， S

cba

b
h

2222

2

++
= ， S

cba

c
h

2223

2

++
=  

従って cbahhh :::: 321 = である。 

さて，コーシー・シュワルツの不等式より ( )( ) ( ) ( )22
321

2
3

2
2

2
1

222 2Schbhahhhhcba =++++++ ≧ であるから 
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222

2
2

3
2

2
2

1

4

cba

S
hhh

++
++ ≧  

この不等式の等号は， cbahhh :::: 321 = のときであるから，点 Pは 2
3

2
2

2
1 hhh ++ を最小にする点である。■ 
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(10) 点 Pがキーペルト点のとき 

まず， AG，BH，CIが 1点 Pで交わることを証明する。 

△GCB∽△HAC∽△IBAであるから，GB＝GC＝ ka とおくと， 

HC=HA＝ kb，IA=IB＝ kcとなる。 







=

cos2

1
kただし，  

1=













==

=

kbc

kcb

kab

kba

kca

kac

BAH

CAI

ACG

BCH

CBI

ABG

CBI

CAI

BAH

BCH

ACG

ABG

NB

AN

MA

CM

LC

BL

△

△

△

△

△

△

△

△

△

△

△

△

 

チェバの定理の逆より，AL，BM，CNは 1点で交わる。 

この点を Pとすると，AG，BH，CIは 1点 Pで交わる。■ 

次に，BL：LC＝△ABG：△ACG 

( ) ( ) ( ) ( ) ++=++= CbBcCkabBkac sin:sinsin
2

1
:sin

2

1
 

BL＝
( )

( ) ( )
( )

( ) ( )
a

CCbBBc

BBc
a

CbBc

Bc









sincoscossinsincoscossin

sincoscossin

sinsin

sin

+++

+
=

+++

+
 

( )
( ) ( )

( ) 
( )

( )
( )

( )
( )

( )
( )da

dcbaa

ad

bacda

aS

bacSa

aS

bacSa

a

a
ca

S
c

ca

bac
c

ca

S
c

a
aBc

BcBc
a

BcCbCbBc

BBc

+

++−
=

+

−++
=

+

−++
=

+

−++
=

+


−+

+

=
+

+
=

+++

+
=

2

222

2

222

2

222

2

222

222

22cot42

cot4

sincos42

sincos4

sincos
2

2

sin
2

cos
2

sincossin2

sincoscossin

sincoscoscossinsin

sincoscossin





















 

ここで， 1
222

ddcba =+++− ， 2
222

ddcba =++− ， 3
222

ddcba =+−+ とおくと， 

BL＝
( )da

ad

+2

2

2
 同様に，CM=

( )db

bd

+2

3

2
，AN=

( )dc

cd

+2

1

2
 

また，LC＝
( )da

ad

+2

3

2
，MA=

( )db

bd

+2

1

2
，NB=

( )dc

cd

+2

2

2
 である。 

よって 
( ) ( ) ( )

abc

dc

cd

db

bd

da

ad

ABCABC

ANCMBL

ABC

LMN +


+


+


=



=

2

1

2

3

2

2

222
2

2

△

△
 

( )( )( )
( )( )( )

( )( )( )dcdbda

dcbadcbadcba

dcdbda

ddd

+++

+−+++−+++−
=

+++
=

222

222222222

222

321

44
 

また，AL＝ l ，BM＝m，CN= nとおく。 

∠ALB＋∠ALC＝180°であるから， 0coscos =+ ALCALB  

余弦定理を適用して 0
22

222222

=


−+
+



−+

lCL

blCL

lBL

clBL
 

分母を払って ( ) ( ) 0
222222
=−++−+ blCLBLclBLCL  

移項して ( ) ( ) ( )22222
CLbBLBLcCLlBLCL −+−=+  

( )
( )

( )
( )

( )
( )

( )
( )











































+

+−+
−

+

+−+
+



























+

+−+
−

+

+−+
=

2

2

222
2

2

222
2

2

222
2

2

222
2

2222 da

dcbaa
b

da

dbaca

da

dbaca
c

da

dcbaa
al  



21 

 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( )32

2222222222222222222222

2

8

44

da

dcbaadabdbacdbacadacdcba

l
+







 +−+−++−++







 +−+−++−+

=  

分子において， 2ad −= を代入すると 0になるから， da +2 を因数に持つ。 d について変形すると 

（分子） 

( ) ( ) ( ) ( ) 222244422222244422222222
2222222222 dacbdcbabaaccbcbabaaccbada −++−−−+++−−−+++=  

ここで， 2444222222 16222 Scbabaaccb =−−−++ であるから 

( ) ( ) 
( )

( )
( )22

2222222

32

22222222
2

4

223216

8

2232162

da

dacbdSSa

da

dacbdSSada
l

+

−+++
=

+

−++++
=  

同様に，
( )

( )22

2222222
2

4

223216

db

dbacdSSb
m

+

−+++
= ，

( )
( )22

2222222
2

4

223216

dc

dcbadSSc
n

+

−+++
=  

次に，メネラウスの定理により 1=
MA

CM

BC

LB

PL

AP
 

( )

( ) ( )

( )
32

1
2

2

3

2

2

2

1

2

22

2

dd

dda

db

bd

da

ad

da

bd
a

CM

MA

LB

BC

PL

AP +
=

+


+

+


==  

ここで， ( ) ( )( ) ( )( )dcbadbacdacbdadddda +−++−+++−++=++
2222222222

321
2

22  

( ) ( ) ( )
( )

( ) 22222

2222444222222

2222242222222

3216

32222

2222

ddcbaS

ddcbacbabaaccb

ddacbaddcbacba

++++=

++++−−−++=

++−−++++−+=

 

これは， cba ,, について対称式であるから 

( ) ( ) ( ) ( ) eddcbaSddddcddddbdddda =++++=++=++=++
22222

213
2

132
2

321
2

3216222 とおくと， 

( )
l

e

dda
AP 1

22 +
= ， l

e

dd
PL 32= ，△PBC＝ S

e

dd 32  

同様に 

( )
m

e

ddb
BP 2

22 +
= ， m

e

dd
PM 13= ，△PCA＝ S

e

dd 13 ；
( )

n
e

ddc
CP 3

22 +
= ， n

e

dd
PN 21= ，△PBC＝ S

e

dd 21  

次に，方べきの定理により AL・LD=BL・LC 

LD＝
( ) ( ) ( ) lda

dda

lda

ad

da

ad

AL
LCBL

22

32
2

2

3

2

2

4

1

22

1

+

=
+


+

=  

PD＝PL＋LD＝
( )

( )

( ) elda

ealdadd

lda

dda
l

e

dd

22

2222
32

22

32
2

32

4

4

4 +







 ++

=

+

+  

分子の中括弧の中 ( ) ealda 22224 ++  

( ) ( )
( )

( ) 222222

22

2222222
22 3216

4

223216
4 ddcbaSa

da

dacbdSSa
da +++++

+

−+++
+=  

( ) ( ) 222222222222222
3216223216 dadcbaaSadacbdSSa +++++−+++=  



22 

 

( ) ( )
( ) ( )( ) ( ) ( ) dcbaSdaadcbaddaS

dcbaadcbadSSa

22222222222

22222222222

162232

223232

++++=+++++=

+++++++=
 

∴PD＝
( ) ( ) 

( )
( ) 

( )elda

dcbaSdd

elda

dcbaSdadd

+

+++
=

+

++++

2

2222
32

22

22222
32

2

16

4

162
 

ここで，
( )

e

dcbaS 222216 +++
は定数であるから，

( )
p

e

dcbaS
=

+++ 222216
とおくと 

PD＝
( )lda

pdd

+2

32

2
 同様に，PE＝

( )mdb

pdd

+2

13

2
，PF= 

( )ndc

pdd

+2

21

2
 

△PEF∽△PCBより，△PEF：△PCB＝ 2PE ： 2PC であるから， 

△PEF＝
2

2

PC

PE
△PCB＝

( )
( ) ( ) ( )

S

ndcmdb

epddd
S

e

dd

n
e

ddc

mdb

pdd

222222

2
32

2
132

2

3
2

2

2

13

442

2

++

=











 +













+
 

ここで， qepddd =
2

321 ， 

( ) ( ) 1
2222222222 2232164 pdacbdSSalda =−+++=+ ， 

( ) ( ) 2
2222222222 2232164 pdbacdSSbmdb =−+++=+ ， 

( ) ( ) 3
2222222222 2232164 pdcbadSScndc =−+++=+  とおくと 

△PEF＝ S
pp

qd

32

1  同様に，△PFD S
pp

qd

13

2= ，△PDE S
pp

qd

21

3=  

よって 

△DEF=△PEF＋△PFD＋△PDE
( )

S
ppp

qpdpdpd
S

pp

qd
S

pp

qd
S

pp

qd

321

332211

21

3

13

2

32

1 ++
=++=  

∴
( )

321

332211

ppp

qpdpdpd

ABC

DEF ++
=

△

△
 

（分子の括弧の中） ( ) ( ) 2222222222
223216 dacbdSSadcba −++++++−=  

( ) ( )  ( ) ( ) 22222222222222222222
223216223216 dcbadSScdcbadbacdSSbdcba −++++−++−+++++−+  

展開して d について整理すると， 

  ( ) ( ) ( ) 32222222422222224 3962548216 dcbadScbadScbaScba ++++−+++++−=   

ここで， 2224 162 Scba =+−  を代入すると 

  ( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( ) 32222444222224

32222224222222

320448256

396164481616

dcbadcbaSdScbaS

dcbadSSadScbaSS

++++++++++=

++++−++++ 
 

また， ( )( )( ) ( ) 2
2222

2222222222
321

16











 +++

+−+++−+++−==
e

dcbaS
edcbadcbadcbaepdddq  



23 

 

( )( )( ) ( ) 
e

dcbaSdcbadcbadcba
22222222222222 16 ++++−+++−+++−

=  

( )( )( ) ( ) 
( ) 22222

22222222222222

3216

16

ddcbaS

dcbaSdcbadcbadcba

++++

++++−+++−+++−
=  であるから 

( )( )( ) ( ) 
( )  ( ) 222222222222

22222222222222

2232163216

16

dacbdSSaddcbaS

dcbaSdcbadcbadcba

ABC

DEF

−+++++++

++++−+++−+++−
=

△

△

 
( ) ( ) ( ) 

( )  ( ) 22222222222222

32222444222224

223216223216

320448256

dcbadSScdbccdSSb

dcbadcbaSdScbaS

−+++−+++

++++++++++
  …（答）…① 

（ S ＝△ABC， cot4Sd = ） 

（補足） = 60 のとき， Kiepert点は Fermat点に一致するが，①が 











+−+










++−










+++−














= ScbaScbaScba

SABC

DEF

3

4

3

4

3

4

8

3 222222222

3

△

△
と変形されるかの確認。 

SSd
3

4
60cot4 == であるから，①の分子，分母の順に括弧ごとに代入して計算すると， 

( )( )( ) 









+−+










++−










+++−=+−+++−+++− ScbaScbaScbadcbadcbadcba

3

4

3

4

3

4 222222222222222222  

( )  ( )2222222222 34
3

16
16 ScbaSdcbaS +++=+++  

( ) ( ) ( )

( ) 22224442

32222444222224

32342
3

32

320448256

SScbacbaS

dcbadcbaSdScbaS

++++++=

++++++++++

 

ここで， ( ) ( ) ( ) 222222222222 483834 SScbacbaScba ++++++=+++  

( )
( ) ( )4442222222222222222444

22222222222444

2226438222

166438222

cbabaaccbSScbabaaccbcba

SSScbabaaccbcba

−−−++−+++++++++=

−+++++++++=
 

( ) 2222444 32342 SScbacba ++++++= であるから 

( ) ( ) ( ) ( )2222232222444222224 34
3

32
320448256 ScbaSdcbadcbaSdScbaS +++=++++++++++  

( ) ( )ScbaSddcbaS 34
3

8
3216 22222222 +++=++++  

( ) ( )ScbaSdacbdSSa 34
3

32
223216 22222222222 +++=−+++  

( ) ( )ScbaSdbacdSSb 34
3

32
223216 22222222222 +++=−+++  

( ) ( )ScbaSdcbadSSc 34
3

32
223216 22222222222 +++=−+++  

これらの結果を①に代入すると 
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( )

( ) ( )ScbaSScbaS

ScbaSScbaScbaScba

ABC

DEF

34
3

32
34

3

8

34
3

16

3

4

3

4

3

4

2222222

22222222222222

++++++

+++







+−+








++−








+++−

=
△

△

 
( )

( ) ( )ScbaSScbaS

ScbaS

34
3

32
34

3

32

34
3

32

22222222

22222

++++++

+++

  











+−+










++−










+++−














= ScbaScbaScba

S 3

4

3

4

3

4

8

3 222222222

3

 （確認完了） 
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3 
ABC

DEF

△

△
の値一覧 

△ABC内に点 Pをとり，AP，BP，CPを延長し，△ABCの外接円との交点をそれぞれ D，E，Fとする。 

また，ADと BC，BEと CA，CFと ABの交点をそれぞれ L，M，Nとする。 

点 P 

ABC

DEF

△

△
の値（ Sscba ,,,, を用いて） 

ただし， ( )( )( )csbsassS
cba

s −−−=
++

= ,
2

， R は△ABC の外接円の

半径， rは内接円の半径とする。 

(1) 外心 1 

(2) 重心 ( )
( )( )( )222222222

3222

222222 cbabacacb

cba

−+−+−+

++
 

(3) 内心 

( )( )( )csbsas

abc

r

R

−−−
=

82
 

(4) 垂心（鋭角三角形の場合） ( )( )( )
222

222222222

coscoscos8
cba

cbabacacb
CBA

−+−+−+
=  

(5) Gergonne(ジェルゴンヌ)点 

AL，BM，CNの交点（L，M，Nは

内接円の接点） 

( )

( )  ( )  ( ) 
( )( )( ) 

( )  ( )  ( ) 222

3

222

23

4

16

bacsacbscbasabc

csbsasabc

bacsacbscbasR

SrR

−−−−−−

−−−+
=

−−−−−−

+

 

(6) Nagel(ナーゲル)点 

AL，BM，CNの交点（L，M，Nは

傍接円の接点） 

( )

( ) ( )  ( ) ( )  ( ) ( ) 
( )( )( ) 

( ) ( )  ( ) ( )  ( ) ( ) 222

3

222

23

4

16

bacscacbsbcbasaabc

csbsasabc

bacscacbsbcbasaR

SrR

−+−−+−−+−

−−−−
=

−+−−+−−+−

−

 

(7) Fermat(フェルマー)点（どの角も

120°未満の場合） 

∠BPC＝∠CPA＝∠APB 








+−+








++−








+++−














ScbaScbaScba

S 3

4

3

4

3

4

8

3 222222222

3

 

AP＝ x，BP= y ，CP＝ z とおくと，

3










++

++

xyzxyz

zyx
xyz  

(8) 第 1Brocard(ブロカール)点 

∠PAB＝∠PBC＝∠PCA 
1 

(9) Lemoine(ルモワーヌ)点（類似重心） 

( )( )( )222222222

222

222222

27

cbabacacb

cba

−+−+−+
 

(10) Kiepert(キーペルト)点 

二等辺三角形の低角， cot4Sd =  
( )( )( ) ( ) 

( )  ( ) 222222222222

22222222222222

2232163216

16

dacbdSSaddcbaS

dcbaSdcbadcbadcba

−+++++++

++++−+++−+++−
 

( ) ( ) ( ) 
( )  ( ) 22222222222222

32222444222224

223216223216

320448256

dcbadSScdbccdSSb

dcbadcbaSdScbaS

−+++−+++

++++++++++
  

 

（例 1） 5,7,8 === cba のとき， 310,10 == Ss である。(10)は = 30 のとき。 

(1)1，(2)
20167

24334
，(3)

6

7
，(4)

49

22
，(5)

397537

400000
，(6)

273

256
，(7)1，(8)1，(9)

2881

2800
，(10)

603260

704969
 

（例 2） 3,4,5 === cba のとき， 6,6 == Ss である。(10)は = 45 のとき。 

(1)1，(2)
949

1250
，(3)

4

5
，(4)0，(5)

12325

12348
，(6)

25

27
，(7)

96

32548 +
，(8)1，(9)

949

972
，(10) 

45240

50653
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4 （参考）
ABC

LMN

△

△
の値一覧 

111 ,, cANbCMaBL === として，
abc

cba

ABC

LMN 1112
=

△

△
（*）となる公式を用いると簡単。 

点 P 

ABC

LMN

△

△
の値（ Sscba ,,,, を用いて） 

ただし， ( )( )( )csbsassS
cba

s −−−=
++

= ,
2

，R は△ABCの外接円の半

径， rは内接円の半径とする。 

(1) 外心 ( )( )( )
( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )







 −−+






 −−+






 −−+

−++−++−

222222222222222222

2222222222222

babacacacbcbcba

cbacbacbacba
 

(2) 重心 

4

1
 

(3) 内心 

( )( )( )baaccb

abc

+++

2
 

(4) 垂心（鋭角三角形の場合） ( )( )( )
222

222222222

4
coscoscos2

cba

cbabacacb
CBA

−+−+−+
=  

(5) Gergonne(ジェルゴンヌ)点 

AL，BM，CN の交点（L，M，

Nは内接円の接点） 

( )( )( )
R

r

abc

csbsas

2

2
=

−−−
 

(6) Nagel(ナーゲル)点 

AL，BM，CN の交点（L，M，

Nは傍接円の接点） 

( )( )( )
R

r

abc

csbsas

2

2
=

−−−
 

(7) Fermat(フェルマー)点（どの角も

120°未満の場合） 

∠BPC＝∠CPA＝∠APB 









+








+








+









+−+








++−








+++−

ScSbSa

ScbaScbaScba

3

4

3

4

3

4
4

3

4

3

4

3

4

222

222222222

 

AP＝ x，BP= y ，CP＝ z とおくと，
( )( )( )yxxzzy

xyz

+++

2
 

(8) 第 1Brocard(ブロカール)点 

∠PAB＝∠PBC＝∠PCA ( )( )( )222222

2222

baaccb

cba

+++
 

(9) Lemoine(ルモワーヌ)点（類似重

心） ( )( )( )222222

2222

baaccb

cba

+++
 

(10) Kiepert(キーペルト)点 

二等辺三角形の低角， cot4Sd =  
( )( )( )

( )( )( )dcdbda

dcbadcbadcba

+++

+−+++−+++−
222

222222222

4
 

この結果から，
ABC

LMN

△

△
の値は，Gergonne点とNagel点の場合，および，Brocard点と Lemoine点の場合で等

しくなることが分かる。 

 

（例 1） 5,7,8 === cba のとき， 310,10 == Ss である。(10)は = 30 のとき。 

(1)
11999

2156
，(2)

4

1
，(3)

117

28
，(4)

98

11
，(5)

14

3
，(6)

14

3
，(7)

15041

1600
，(8)

372109

78400
，(9)

372109

78400
，(10)

667

160
 

（例 2） 3,4,5 === cba のとき， 6,6 == Ss である。(10)は = 45 のとき。 

(1) 0，(2)
4

1
，(3)

21

5
，(4) 0，(5)

5

1
，(6)

5

1
，(7)

16021

347509756 −
，(8)

697

144
，(9)

697

144
，(10) 

55

24
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（*）証明 

BL＝ 1a ，LC＝ 2a ，CM＝ 1b ，MA＝ 2b ，AN＝ 1c ，

NB＝ 2c とおく。 

ただし， aaa =+ 21 ， bbb =+ 21 ， ccc =+ 21 である。 

チェバの定理より 1=
NB

AN

MA

CM

LC

BL
， 1

2

1

2

1

2

1 =
c

c

b

b

a

a
 

∴ 111222 cbacba =  …① 

△LMN＝△ABC－（△AMN＋△BNL＋△CLM） 

( )
S

abc

cbabcacababc

ab

S
ba

ca

S
ac

bc

S
cbS

CbaBacAcbS

122112

121212

121212

2

2

12

2

12

2

1

sin
2

1
sin

2

1
sin

2

1

++−
=









++−=









++−=

 

( )( )( ) ( ) ( ) ( ) 

( )①より　　S
abc

cba

S
abc

cbacba
S

abc

ccbacbbacbaaccbbaa

111

222111211222111221212121

2
=

+
=

+++++−+++
=

 

よって 
abc

cba

ABC

LMN 1112
=

△

△
 ■ 

（2018/2/9 時岡） 


