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空間座標における四面体の体積について 

1 はじめに 

 次の問題は，2007大阪教育大の入試問題である。 

座標空間において，点， ， ， ，， ， ，， の定める平面をと

し，原点から平面に垂線を下ろす。

　△の面積を求めよ。

　を満たす，を求めよ。

　点の座標を求めよ。

　四面体の体積を求めよ。
 

 この問題のように，空間座標における四面体の体積を求める手順は面倒である。 

 

2 四面体の体積の公式 

同一平面上にない 4点 O  0,0,0 ，A  111 ,, zyx ，B  222 ,, zyx ，C  333 ,, zyx を頂点とする四面体 O-ABCの体

積を求めよ。 

（解）    131313121212 ,,,,, zzyyxxACzzyyxxAB  である。 

平面 ABCの法線ベクトルを，  cban ,, とおくと， ACnABn  , であるから 

      0121212  zzcyybxxa ･･･① 

      0131313  zzcyybxxa ･･･② 

①×  13 zz  －②×  12 zz  を計算すると 

              01213131212131312  zzyyzzyybzzxxzzxxa  

行列式を用いて書き変えると 0
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同様に，①×  13 yy  －②×  12 yy  を計算すると 

              01213131212131312  yyzzyyzzcyyxxyyxxa  

行列式を用いて書き変えると 
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③，④より 
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よって 平面 ABCの方程式は 
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とかける。 

原点 Oと平面⑤との距離d は 
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また，△ABC＝ S とおくと  222
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        131213121312 zzzzyyyyxxxxACAB  であるから， 
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次に，⑥の分母の根号内と⑦の根号内が等しいことを証明する。 

いま， 313213113312212112 ,,,,, bzzbyybxxazzayyaxx  とおく。 

（⑥の分母の根号内）
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（⑦の根号内）     2332211
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また， 

（⑥の分子の絶対値の中） 
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     122133113223321 zyzyxzyzyxzyzyx   

 123312231213132321 zyxzyxzyxzyxzyxzyx   
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 と表すことができる。 

従って，四面体 O-ABCの体積V は 
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3 補足 

(1) 4 点  111 ,, zyxA ，  222 ,, zyxB ，  333 ,, zyxC ，  444 ,, zyxD を頂点に持つ四面体の体積は，頂点Dが

原点に来るように平行移動すれば，四面体の体積の公式を用いて，
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 と求

められる。 

(2) 平面上で，  11, yxA ，  22 , yxB とおくとき，△OABの面積 S は， 
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となる。行列式を用いて表すと
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S  となり，空間における四面体の体積の公式
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V  が覚えやすい。 

 

4 おわりに 

 参考文献［1］の問題（設問）を参考にして，上記のとおり文字計算をしました。冒頭の大阪教育大の入試問

題の設問どおり文字計算をすると，とても大変でした。 

また，結果がとてもきれいな式なので，別の方法で簡単に求められるのではないかと調べると，ベクトルの外

積を利用すると（高校では習わない）簡単に求められることが分かりました。 

求める体積は，平行六面体の体積の
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であると。（参考文献［2］，［3］） 

 また，参考文献［2］によると，四面体 ABCO  において， 

nABmCAlBCcOCbOBaOA  ,,,,, ，体積をV とおくと， 
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となる計算結果も掲載されていて，とても勉強になりました。 
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