
3次方程式の実数解の表現について 
 

1 はじめに 

次のCardanoの公式はよく知られている。 

3次方程式 03  qpxx （ qp, は実数）･･･① 

の解は，
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しかし，①が 3つの実数解をもつとき，次の例 1 のように，その解の表現は虚数iを含ん

だものとなる。そこで，別のアプローチで 3次方程式の実数解の表現を考えてみる。 

例 1 0133  xx の場合 
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※この表現だと，実数解であるかどうかよくわからない。 

 

2 Dの値で場合分けをする 

(1) 0D のとき（このとき， 0p である） 

①で， cosrx  （ ≦≦0,0r ）とおくと， 0coscos 33  qprr  ･･･② 

ここで，  3coscos3cos4 3  が適用できるようにrを定める。 

係数を比較して，  3:4:3 prr  

0r より，
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このとき②は，
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よって，①の実数解は，
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と表される。 

例 2 0133  xx の場合 
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求める実数解は 
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※この表現だと，実数解であることが一目瞭然である。 

 

(2) 0D のとき（このとき， 0≦p である） 

［1］ 0p のとき， 0q となり，①の実数解は 0x （3重解） 

［2］ 0p のとき，(1)と同様に cosrx  （ ≦≦0,0r ）とおくと， 

13cos  が得られるので，①の実数解は， rrx
2

1
, （2重解），または， rrx

2

1
,

（2重解）である。ただし，
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(3) 0D のとき（このとき， 0q である） 

［1］ 0p のとき 

①で， coshrx  （rは 0でない実数，は実数，
2
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）とおくと， 

0coshcosh33  qprr  ･･･③ 

ここで，  3coshcosh3cosh4 3  （注 1）が適用できるように r を定めると，
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従って，rを次のように定める。 
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さて，
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ここで，
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r  を代入して計算すると， 33
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例 3 0433  xx の場合 
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［2］ 0p のとき 

②で， sinhrx  （ 0r ，は実数，
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0sinhsinh33  qprr  ･･･④ 

ここで，  3sinhsinh3sinh4 3  （注 2）が適用できるように r を定めると，
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例 4 0263  xx の場合 
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（注 1）  3coshcosh3cosh4 3  の証明 
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（注2）  3sinhsinh3sinh4 3  の証明は，（注 1）と同様にできるので省略。 

 

3 終わりに 

0133  xx の解が
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x と求められると，例えば，

133  xxy と x軸によって囲まれた部分の面積も，
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と求められる。 

また， 0D のときの実数解の表現方法（ 3cosh 等の利用）からも，Cardanoの公式

が導かれることは，何かの文献に掲載されているだろうか。 
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